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420 Stefan Uber ein nenes Gesetz

Uber ein neues Geselx der lehendigen Krifle in bewegten
Fliissigkeiten.

Von Dr. J. Stefan.

Seien u, v, w die nach drei Orthogonalen Coordinatenaxen
geschiitzten Componenten der Geschwindigkeit, welche die Fliissig-
keit in irgend einem Punkte des von ihr erfiillien Raumes zur Zeit ¢
besitzt. Die Lage dieses Punktes sci gegeben durch die Coordinaten
@, ¥, % Ist die Flissigkeit eine tropfbare als incompressibel zu
betrachtende, so muss hekanntlich die Gleichung

von Seite der u, », w, die im Allgemeinen Functionen von @, y, 2
und ¢ sind, erfiillt sein fir den ganzen vou der Fliissigkeit erfiiliten
Raum und fiir die ganze Dauer der Bewegung. Diese Gleichung
(1) driickt aber nichts anderes aus, als dass die Flissigkeit ein
Continuum bilde und ein solches auch bleibe, heisst darum aueh die
Bedingungsgleichung der Continuitiit der Masse.

Fiir gewisse Bewegungsarten ist das Trinom

nda + vdy + wdz

ein vollstindiges Differential einer Function von @, y, # beziiglich
dieser drei Variablen. Solche Bewegungsarten sind z. B. jene, bei
welchen die Geschwindigkeits-Componenten #, », w fortwilrend
sehr klein bleiben und an jedem Orte nur um weniges verschieden
sind von denen am Nachbavorte, auch jene, bei denen diese
Geschwindigkeits-Componenten von der Zeit unabhiingig sind, also
die bewegte Fliissigkeit im Zustande der Beharrung sich befindet.
Gleichzeitig miissen aber aueh die heschleunigenden Kriifte. die auf
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die Fliissigkeit wirken, die Bedingung erfiillen, dass, wenn X, Y, Z
die Summen ihrer nach den drei Coordinatenaxen geschitzten Com-
ponenten bedeuten, auch das Trinom

Xdve 4 Ydy + Zdz

ein vollstindiges Differential sei, die Krifte also ein Potential
besitzen.
Stellt man durch ¢ die angedeutete Function dar, so dass

udy + vdy + wdz = dg
so hat man dem gemiiss
0y dv 8w

U= —, 0= —, W= —
-’ 3y 9z

fibrt man diese Werthe von «, v, w in die Gleichung (1) ein, so
verwandelt sich dieselbe in die folgende:

3% 8% 9%

+

axt | 3y 22

= 0

Diese Gleichung wird im folgenden beuiitzt zur Herleitung eines
Gesetzes der lebendigen Krifte in einer bewegten incompressiblen
Fliissigkeit, welches einenbemerkenswerthen Zusammenhang zwischen
dem Principe der lebendigen Kriifte und der Bedingung der Conti-
nuitiit der Masse darstellt.

Bezeichnet man mit p diec Masse der Fliissigkeit in der Volums-
einheit, also mit pd @ dy dv die Masse eines von der Fliissigkeit
ausgefiillten Raumelementes da dy dz, sind die Geschwindigkeits-
Componenten in diesem Raumelemente die durch die Formeln (3)
gegebenen, so ist die in demselben enthaltene lebendige Kraft dL
gegeben durch die Gleichung

dL = i P [(3)-1- (a—’)+ (2—"’)] dw dy dz

o dy

Die in einem bestimmten Stiicke des von der Fiiissigkeit erfiillten
Raumes enthaltene lebendige Kraft ist dann

h = iz P/]f[(i—j)#— (I%)z_*_ (Z—T)JJ da dy dx

(2)

(3)

€]

(%)

(6)
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worin die Integrationen zwischen denjenigen Grenzen auszufiihren
sind, welche dic Ausdehnung des angenommenen Raumstiickes
charakterisiren.

Will man die lebendige Kraft %k, die in einer zur Ebene der
@, y parallelen Schichte enthalten ist, so hat man fiir diese die
Gleichung

@ = 5o JJICY+ G+ G| ay

worin wieder die Integrationsgrenzen den Ausdehnungen der Schichte
entsprechend zu nehmen sind.

Da in der Formel (7) unter den Integralzeichen # als constant
betrachtet werden kann, so kann man vorstehende Gleichung nach
z deriviren und erhilt, wenn z in den Integrationsgrenzen nicht vor-
handen ist

aK 8 2y oy 02 9%
(8) // b = ?+_¢_ Ir(ly

dx dxde oy 09 0 9z 0:?

Nun ist

o : Bc,a a? ? 0% ’
/f&.z o2 02 deldg _f dx Bz __[/ Ba? ([x y
(10) ff———d.v dy _f s ’”’ fa? a;"’ do dy.

Die Parenthesen um die Ausdriicke

bedeuten, dass in dem ersten dieser zwei Producte die Grenzen des
Integrales beziiglich 22, in dem zweiten die Grenzen des Integrales
beziiglich y einzufiiiren sind, so dass immer von dem Substitutions-
resultate, welches durch Einfiihrung der oberen Grenze zum Vor-
schein kommt, das Substitutionsresultat, welehes dureh Einfihrung
der unteren Grenze erhalten wird, abgezogen wird.

Mit Hilfe der Gleichungen (9) und (10) geht die unter (8)
iber in
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%—:f=pf;a? }IJ—*- f%%—%}dr

12 2 2 ()
d% d?o d?y
+ // (Iz dat dy? | det ) Lol

oder, da zu Folge der Gleichung (4)

d?p d%p 20

ist, in die folgende

d]\'_ (l_ga _(i (l<p (l'p
ds Pfgdl d~ ty + f dy (l* Fe (12)
Iy d%
+ 2 ﬂ(? ¥ e dy

Die beiden einfachen Integrale in dieser Gleichung bezichen
sich nur auf die Contour der betrachteten Fliissigkeitsschichte.
Bezeichmet man daher mit ds ein Bogenelement in irgend einem
Punkte dieser Contour, mit « den Winkel, welchen die zur Ebene
der @y parallele Normale dieser Contour mit der Axe der 2 bildet,
so hat man

dx = ds sin o, dy = ds cos a

und man kann

(do de dy dy
% ® @ dy- = i i g cos « ds
da d» dr  dx

dy dy dyp dy
[ L e [ P 22 Gin o ds
J o ldy d: Joody ds

setzen, beachtend, dass in den Integralen auf der rechten Seite

dyp dy  dy
de’ dy’ de

die Geschwindigkeits-Componenten an den verschiedenen Punkten der
Contour der betrachteten Schichte bedeuten. Man hat also
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dy (l'a dp dy dy rdy
dy + — — do = *~(—cos:<
dx (l~ (IJ dx dy \dx

—S A
™ in a)ds

Liegt die Contour der betrachteten Schichte in der Wand des
Gefisses, in welchem sich die Fliissigkeit bewegt, so fallen, da vor-
ausgesetzt wurde, dass 2 in den Integrationsgrenzen beziiglich x
und y in der Gleichung (7) nicht vorkomme, Normale der Contour und
Normale der Wandfliche zusammen. Da also auch die letztere mit
der Axe der x den Winkel «, mit der Axe der y den Winkel 90 — «
bildet, so sind

dy d
~—* ¢eos « und et sin «
dx dy

die Projectionen der zu den Axen der @ und y parallelen Geschwin-
digkeits-Componenten auf die Richtung der Normale, also

I'e

cos oz+

74
dy

die Geschwindigkeits-Componente in der Richtung der Normale. Ist
die Gefisswand eine starre, so hat man die Bedingungsgleichung

dy lo .
X cos a +isma = 0,
dx dy
also ist auch
dy (lfo% 'gdgo dp
13 — — d — — dx = 0.
( )) f%d:v dz ) Y +l/ dy (1:% e
Fiihrt man dieses Resultat in die Gleichung (12) ein, so erhilt man

1K dy dyp?
14 e f,l__f_, v d
(14) z 2",/ 2 @ @

oder wenn man beiderseits mit dx multiplicirt und integrirt

. 1o\ 2
(15) K=p /f( (;1) dedy + C
A dz

worin € die Constante der Integration bedeutet. Um diese zu
bestimmen, nehmen wir an, dass die lebendige Kraft in derjenigen
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Schichte, welche dem Werthe z = 2, entspricht, K,, dass ferner

fir diese Schichte
1o\ 2
‘0//(2;) dz dy = 2V, (16)

Ko=2V0+C

sei, so hat man

also
C=K, — 2V, 17

Setzt man noch das dem allgemeinen Werthe von z entspre-

chende Integral
do N2 .
nf[[—d-:) de dy = 2V (18)

so kann man die Gleichung (15) in der folgenden Form schreiben
K—FK =2 V—1V) (19)

Um diese Formel bequem in Worte umsetzen zu konnen, will
ich einige besondere Bezeichnungen einfiihren.
Offenbar bedeutet das Integral

V = % pf/‘(((;i) dv dy

nichts anderes, als den Theil der lebendigen Kraft in der betrach-
teten Schichte, welcher von den zur Axe der 2 parallelen Geschwin-
digkeits-Componeunten herriihrt. Ich will diesen Theil der lebendigen
Kraft die axiale lebendige Kraft nennen. Dann kann die Glei-
chung (19) folgendermassen ausgesprochen werden:

Der Zuwachs an lebendiger Kraft einer in einem
Gefisse bewegten Flissigkeit beim Ubergange aus
einem Querschnitte in einen anderen ist immer gleich
dem doppelten Zuwachse der axialen lebendigen Kraft,
vorausgesetzt, dass die starre Wand des Gefiisses eine
ceylindrische Fliche von willkiirlicher Leitecurve sei

Ferner ist
(l' (lfa B
16+ €
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und darin bedeutet das Doppelintegral denjenigen Theil der lebendi-
gen Kraft in dem betrachteten Querschnitte, welcher von den zu den
Axen der @ und y parallelen also von den in den Querschnitt selbst
fallenden Geschwindigkeits - Componenten herriihrt. Ich will diesen
Theil der lebendigen Kraft die laterale lehendige Kraft
nennen und mit H bezeichnen, so dass

(20) 5 p [/[ Zj df)J(/L dy

gesetzt wird. Dann ist

(21) K=H1+V,

die laterale lebendige Kraft in demjenigen Querschnitte, der dem
Werthe » = z, entspricht, soll mit f, bezeichnet werden, dann ist
auch noch

(22) Ky =Mty + Vi,
somit, wenn man diese Gleichung von der (21) subtrahirt
(23) K—K = 11—1, +V—V:

filhrt man diesen Werth der Differenz der lebendigen Krifte in die
Gleichung (19) ein, so folgt aus derselben

(24) H—H, = V— T,

Diese Gleichung in Worten ausgedriickt sagt:

Bewegt sich eine Fliissigkeit in einem Gefisse,
dessen starre Wand eine eylindrische Fliche ist, so
betrigt beim Ubergange aus einem Quersehnitt in
einen anderen der Zuwachs der lateralen lebendigen
Kraft so viel als der Zuwaehs der axialen.

Befindet sich z. B. Wasser in einem Gefisse mit vertiealen
Seitenwiinden und horizontaler Bodenfliche in sehwingender Bewe-
gung, so kinnen die Theilehen an der Bodenfliche nur horizontale
Bewegungen ausfiithren, daselbst gibt es daher nur eine horizontale
lebendige Kraft, keine verticale. In jeder zur Bodenfliche parallelen
Schichte muss daher nach dem vorstehenden Gesetze die horizontale
lebendige Kraft grosser sein als die verticale und zwar um gerade
so vicl, als die horizontale lebendige Kraft an der Bodenfliiche betrigt.
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Es werden also in jeder Schichte die horizontalen Bewegungen iiber-
wiegen und zugleich beide Bewegungen, die horizontale und die
verticale von oben nach unten fortwihrend abnehmen. Wegen der
iiherwiegenden horizontalen Geschwindigkeiten miissen daher auch
die Bahven, welche die einzelnen Theilchen der Fliissigkeit beschrei-
ben, welche Gestalt sie auch haben migen, doch so beschaffen sein,
dass ihre horizontalen Dimensionen die verticalen iibertreffen.

Stromt Wasser in einer Rihre, deren Quersehnitt sich plotzlich
indert, so dass sie eigentlich aus zwei Rohren, einer engeren und
einer weiteren besteht, deren Axen jedoch in eine Gerade fallen, so
miissen nothwendig am Anfange des weiteren Rohrenstiickes seitliche
Bewegungen vorkommen, in Richtungen, welche auf der Axe der
Rihre senkrecht stehen. In Querschuitten, die weiter von der Uber-
gangsstelle entfernt sind, treten dann gewihnlich nur Bewegungen
auf, die parallel zur Axe der Rohre sind, wenigstens sind die etwa
vorhandenen seitlichen sehr klein. Es gibt also im weiteren Réhren-
stiicke in der Niihe der Ubergangsstelle eine laterale lebendige Kraft,
die in den entfernteren Querschnitten nicht mehr vorhanden ist.
Diese geht daher verloren und unserem Gesetze gemiiss eine ebenso
grosse Menge axialer lebendiger Kraft. Dabel ist vorausgesetzt, dass
das Wasser aus der engeren in die weitere Rohre strome. Der Uber-
schuss von axialer lebendiger Kraft am Anfange des weiteren Rohren-
stiickes wiirde, wenn diese lebendige Kraft von lauter Geschwindig-
keiten im Sinne der Bewegung herriihrte, zur Folge haben, dass aus
einem solchen mit einem Uberschusse begabten Querschnitte mehr
Fliissigkeit in die entfernteren iibergefiihrt als aus letzteren in der-
selben Zeit abgefiihrt wiirde, was bei einer incompressiblen Fliissig-
keit ungereimt ist. Die axiale lebendige Kraft am Anfange des weite-
ren Rohrenstiickes rithrt daher von Geschwindigkeiten her, die
verschiedene Vorzeichen tragen, d. h. es entstehen beim Ubergange
des Wassers aus einer engeren in eine weitere Rishre am Anfange
der letzteren Wirhelbewegungen. Diese sind jedoch nieht die ein-
zigen seitlichen Bewegungen, sondern es treten noch wellenfirmige
auf, die noch auf weitere Entfernungen hin sich erhalten, als die
ersteren.

Stromt das Wasser aus einem weiteren Rohrensticke in ein
engeres, so wird am Ende des weiteren wegen der stattfindenden
seitlichen Bewegungen ein Uberschuss von lebendiger Kraft auf-
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treten, der in den entfernteren Querschnitten nicht vorhanden war.
Die Analogie dieser Erscheinungen mit der Erhéhung oder Erniedri-
gung der Temperatur an den Stellen, an welchen ein elektrischer
Strom aus einem Leiter in einen andern iibergeht, ist offenbar.

Um die Grisse dieser Anderungen in den lebendigen Kriften
und zugleich die Abhiingigkeit derselben von der Art der Quer-
schniftsiinderung zn erfahren, will ich nur noch den hesonders
wichtigen Fall betrachten, in welchem die Wand des Gefisses eine
Rotationsfliche ist entstanden dureh die Umdrehung irgend einer
krummen Linie um die Axe der . Die Bewegung in diesem Gefisse
soll eine derartige sein, dass in der Peripherie jedes auf der Axe der
z senkrecht stehenden Kreises, dessen Mittelpunkt in der Axe selbst
liegt, einerlei Bewegungszustinde stattfinden. Die Axe der » hildet
daher eine Symmetrieaxe nicht blos hinsichtlich der Form des
Gefiisses, sondern auch hinsichtlich der Bewegung. Man kann sie
daher die Axe der Bewegung nennen. Wird zugleich vorausgesetzt,
dass keine drehenden Bewegungen um diese Axe vorkommen, so
setzen sich die zur Axe der z senkrechten Geschwindigkeitscompo-
nenten in radiale Geschwindigkeiten zusammen.

Sind wieder #, v, w die zu den Axen der @, y, » parallelen
Geschwindigkeits-Componenten in einem Punkte dessen Coordinaten
@, y, =z sind, ist ferner s die radiale Geschwindigkeit in diesem
Punkte, so hat man dem Gesagten zu Folge

U =S —“——— v =8 =
Vad +y2’ Vi? + 42

oder wenn man

(25) &£y = e
setzt
(26) W=8—, p==s—
r r

Wegen der Symmetrie der Bewegung um die Axe der » diirfen
s und w nur insoferne Functionen von @ und y sein, als sie Fune-
tionen von » sind, diirfen also @ und y explicirt nicht enthalten.
Daun hat man offenbar
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du ds dr @ 1 x dr
——=————+s(——— z—)
dx dr dx v r r* dx
dv ds dr y 1 dr
_=__i+3(__1_)
dy dr dy r r > dy

oder da zu Folge der Gleichung (25)

dr a2 dr Y

fl

de v Ay
ist
du ds a* + ( 1 aﬂ)
D e ——— I —" s — — ———
dx dr r2 7 rs
dv ds y? ( 1 Y2
—_— T - S —_— — —
dy dr r? 7 1'3)

. d w ., . .
Filrt man diese Werthe von a—" und a—L in die Gleichung (1)
. y

und reducirt die Ausdriicke mit Hilfe der Gleichung (25), so erhilt
man statt der Gleichung (1) die folgende

dw

dz

ds s
s e i (27)
Ist auch in dem jetzigen Falle das Trinom wdx -+ vdy 4+ wds
ein vollstindiges Differential der Function ¢, so geht die Gleichung

(2) tiber in

adx ydy

+ s R + wdr = dg¢

S

oder da man
wdy 4+ ydy = rdr
hat, in
sdr + wdx = de, (28)

folglich sind s und a die partiellen Derivirten von ¢ nach 7 und #, d. i.

v dr’ 2 dz (29)
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filirt man diese Werthe von s und 2 in die Gleichung (27), so
erhilt man

Bl UPRY)

rI 2 dr? r dr

2 12 1 de
(30) d*y a2y dy

Denkt man sich eine auf der Axe der z senkrechte Fliissigkeits-
schichte, in ihr ein Flichenelement, welches in polaren Coordinaten
ausgedriickt rdrd0 ist, unter & den Winkel verstanden, den » mit
einer fixen Geraden in dieser Sehichte bildet, die durch den Mittel-
punkt derselben geht, so ist die darin enthaltene lebendige Kraft

27

K = — f f :if T)gl rdrdf,

0

wenn [ dic Linge des Radius der diese Schichte begrenzenden
Contour bhedeutet. Integrirt man nach 6, so hat man

(31) K= ~pf[(j—f] + (45) ] rar s,

0
die obere Grenze der Integration ist in diesem Ausdrucke eine
Function von z, etwa darstellbar durch

I =f()

wenn dies die Gleichung jener krummen Linie bedeutet, durch deren
Umdrehung um die Axe der # die Wandfliche des Gefisses entstan-
den ist. Die Differentiation der Gleichung (31) gibt daher

dk dc,a d?p (l(p d?yp
—dj fl dr drdz dx dz~] TP = &

» @+ @] =

(32)

worin die Zcichen

d ;
(d_:’)o und (Z: )”

die Werthe der radialen und axialen Geschwindigkeiten an der

r . q 3 g
Wandfliiche bedeuten, also aus den allgemeinen o und = hervor-
5 r 2
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gehen, wenn man in diesen an die Stelle von » iiberall den Grenz-
werth / einsetzt.
Zur Transformation der Gleichung (39) hat man

! (
dp d% do g ‘o ( )
L rdr = 122 P L0 o ar )y
dr drdz dr  dz (e =m0

b1 @ dr

0

Der integrirte Theil verschwindet fiir die Substitution » = o,
fir die Substitution » = [ konnen wir seinen Werth analog der oben
gebrauchten Bezeichnung durch

dy dy
(TZ;-)(: [ dz )o
darstellen. Man hat daher, wenn man noch

d:
d (7 —(r) de d?p

—_— r —

dr dr?

setzt

! A

d 2 d dy " d dy d?
2 i = (—?) ( : ] 1— [ = (—? + 7 —?) dr
dr drdz drJo \dz/o J dx \dr dr?

o 0

Nun ist nach Gleichung (30)

dp d3p d?p

dr dr® dx?

also hat man

!
lo d? 1 (l dy d*
LT e = (ﬂ (p —}—/ ‘ —? rdr,

dr drdz dr 0 d~ dz dz?

fihrt man diesen Werth in Gleichung (82) ein, so hat man nunmehr

e dmp ((ll—i ' rdr 4 2rp (d?) (di)"l

dz dz? dr 3z

o\ 2 oy 2 i
+me [(),+ (), ] &

(33
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Nimmt man das Iutegral

4= npf(—fl—z)z rdr

o

welehes offenbar nichts anderes als die axiale lebendige Kraft in der
Sechiehte, deren Radius { ist, bedeutet, und differenzirt es nach z, so
hat man

z @k dz

dA dy d*yp dpy = o dl
— = 277:pr e rdr + 7p (——)U {—
o

also

dz dz® 2 dz dz

lp d? 1A dpy = 1
47:pfi ?7'd7'=2(d —27:p( ?) 1=

Dieser Ausdruck in die Gleichung (33) eingefithrt liefert

dK dA dy dy (lfp) 2l dl

a 2 dz + 271‘0 (7]0 ((l: )n L + e ((lr P) dz

(34) — (dtp ]"2 / dl

dx E

Die Fliissigkeitstheilchen an der Wand des Gefisses besitzen,
wenn diéselbe fest ist, nur eine Geschwindigkeit lings derselben.
Nennen wir diese fiir jene Punkte der Wand, welche dem betrach-
teten Querschnitte vom Radius / angehiren, p, so hat man

X dpy . dpy )
(35) ((h‘)n— P s e, (715)0- P cos «
wenn o« der Winkel ist, den die Tangente der Wandfliche in der
Ebene des Radius { gezogen mit der Axe der = bildet.
Da man die Gleichung der Curve, dureh deren Umdrehung um
die Axe der » die Wandfliche entsteht, dureh

= ()
darstellen kann, so ist
to dl
(36) ga=—
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Setzt man die Werthe (35) und (36) in die Gleichung (34),
s0 hat man
di 9 dA

d: ds

+ 7ol p* [2 sin « cos « + (sin? & — eos? «} tg «f

welche Gleichung sich leicht in

dK

dz

daA
=2 e + mplp? tg « (37)

verwandelt. Das Zeichen des Gliedes mplp® tg « ist nur von dem
Zeichen, welches tg o trigt, abhingig. Zihlt man die positiven
z im Sinne der Bewegung, so ist gedachter Ausdruck positiv, wo
die Rihre im Sinne der Bewegung sich erweitert, negativ, wo sie
eine Yerengung erfihrt.

Da die Geschwindigkeit an der Wandfliche in einem und dem-
selben Querschnitte nach der ganzen Peripherie den nimlichen
Werth hesitzt, so ist

2
2nlp % = aplp?

dic tebendige Kraft in der Peripheric des betrachteten Querschnitles.
Heisst diese P, so geht die Gleichung (37) iiber in

IK dA dl
‘ 2=+ P

dz ds

(33)

Bezeichnet man mit s das Bogenelement der die Wandfliche
erzeugenden Curve, mit o wieder den Neigungswinkel derselben zur
Axe der z, so hat man

dl = ds sin a, dv = ds cos «

und man kann die Gleichung (38) auch in der Form

dK dA ) ds
i (39)

schreiben und diese enthilt folgenden Lehrsatz:

Bewegt sich eine incompressible Fliussigkeit in
einem Gefisse, dessen feste Wandfliche eine Rotations-
fliche um die Axe der Bewegung ist, so ist der Zuwachs

Sitzb. d, mathem.-naturw. Cl. XXXVIi. Bd. Nr. 19, 29
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der lebendigen Kraft beim Ubergange von einem Quer-
schnitt zum niichsten gleich dem doppelten Zuwachse
der axialen lebendigen Kraft mehr dem Producte aus
der zwischen den Querschnitten liegenden lebendigen
Kraft an der Wand in den Sinus des Neigungswinkels
der Wandfliche zur Axe der Bewegung.

Bildet die Wandfliche einen geraden Kegel, so ist « constant,
also auch sin «. Nimmt man zwei Querschnitte, deren einer durch
die Coordinate z,, der andere durch die Coordinate z, charakterisirt
ist, multiplicirt die Gleichung (39) mit d» und integrirt sie von
% = 2, bis z = 2,, so ist

dA ds
fdz Ed +smafP—dz

%0
Bezeichnet man die Werthe von & und 4, weleche fir die
speciellen Werthe #z, und z; gelten, mit X,, 4, und K,, 4;, setzt

ferner
ds

woselbst VW nichts anderes als die ganze zwischen den beiden ange-
nommenen Querschnitten an der Wandfliehe vorhandene lebendige
Kraft bedeutet, so ist

K — K = 2 (4 — 4) + Wsin a.

Dic lebendige Kraft nimmt mehr zu, als die doppelte axiale,
wenn der Kegel in der Richtung der Bewegung sich offnet, im um-
gekehrten Falle wiichst die doppelte axiale lebendige Kraft rascher,
der Unterschied betrigt immer die lebendige Kraft an der Wand-
fliche in den Sinus des Neigungswinkels des Kegels multiplicirt.

Stellt man dureh 22 jenen Theil der lebendigen Kraft in einem
Querschnitte dar, weleher aus den radialen Geschwindigkeits-Compo-
nenten resultirt, so hat man
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K=A4 R

dK dA dR
d:  ds dv

o

e . oK . .
Nach Kinfihrung dieses Werthes von — verwandelt sich die

hiE3
Gleichung (39) in
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Beim Ubergange der Fliissigkeit aus einem Quer-
schnitte in den nidchsten wichst dieradiale lebendige
Kraft um so viel, als die axiale, mehr noch um das
Produet aus der zwischen den beiden Querschnitten
vorhandenen lebendigen Kraft an der Wand in den
Sinus des Neigungswinkels der Wand zur Axe der
Bewegung.

Der Zuwachs der radialen lebendigen Kraft ist griosser als der
der axialen, wenn die Rohre sich erweitert, kleiner, wenn sie sich
im Sinne der Bewegung verengt.

Man kann nun auch den Verlust an lebendiger Kraft hestimmen,
den die Fliissigkeit erleidet, wenn sie aus einer engeren in eine
weitere Rohre stromt. Durch die Coordinate z, sei ein Querschnitt
im engeren, durch die Coordinate z, ein Querschnitt im weiteren
Stiicke der Rohre gekennzeichnet. Kommen in diesen Querschnitten
nur Bewegungen parallel zur Axe der z vor, oder sind doch die
radialen verschwindend klein, so kann man, durch R, und £, die
radialen lebendigen Krifte in den beiden Schnitten darstellend,

By=R =0

setzen. Multiplicirt man die Gleichung (40) mit dz, integrirt sie von
7 = %, bis # = 2, und bezeichnet mit 4,, 4, die axialen lebendigen
Krifte in den beiden Schnitten, so ist

R,—BO=A,—A0+[Psi11a§(lz

%0

29°*



4306 Stefan. Uber ein neues Gesetz

also ist der Verlust an lebendiger Kraft, denn diese ist nur axiale,
gegeben durch

(41) Ao — Ay = [Psine g
oz

%

Dieser Verlust geht sogleich in einen Gewinn iiber, sobald sin «
lauter negative Werthe besitzt, d. i. wenn die Fliissigkeit aus dem
weiteren in das engere Stiick sich bewegt.

Wird die Ubergangsstelle durch eine konische Erweiterung
gebildet, so dass man wenigstens nahezu sin & constant setzen kann,
so hat man

4o — 4, = Wsin a,

worin W die ganze an der Wand der Ubergangsstelle vorhandene
lebendige Kraft bedeutet.

Bisher wurde vorausgesetzt, dass die Wand des Gefisses eine
feste sei. Ist sie dieses nicht, sondern éindert mit der Zeit ihre Form,
so hat man dann 7 von ¢ abhingig. Nehmen wir an, die Anderungen
der Wandfliche seien so beschaffen, dass die Contour eines Quer-
schnittes immer in derselben Ebene bleibe und die Wandfliche den
Charakter einer Rotationsfliche nicht verliere, also auch die Bewe-
gung eine um die Axe der z symmetrische bleibe. Dann ist bei den
Fliissigkeitstheilchen au der Wand ausser der Geschwindigkeit, mit
der sie sich lings der Wand bewegen, noch die Geschwindigkeit,
mit der sich die Wand selbst hewegt, zu beachten. Nennen wir
diese letztere ¢, so ist

. dl
1=

und wenn p wieder die Geschwindigkeit lings der Wand darstellt,

so hat man

(i?-)o= q+ psina

dr
(%

= 9 COS «
([.‘,)a I
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Substituirt man diese Werthe in die Gleichung (34), so folgt

dK

— = 2— + 2apl (¢ + p sin «) p cos «
az

+ mpl (g + p sin «)? tg o — =pl p2 cos? « tg «,
welche Gleichung sich nach einigen Reductionen in

aKk dA
—=2— 1 pztwa(———H; + ¢°) (42)

verwandelt. Die Geschwindigkeit, welche den Theilchen an der
Wand in Wirklichkeit zukommt, ist die Diagonale des Parallelo-
gramms, welches aus p und » construirt werden kann. Nennt man
diese Gesehwindigkeit ¢, so hat man

ct = p* + ¢ 4 2pg sin a.
Setzt man daraus
P4 ¢ = ¢ — 2pg sin «

in die Gleichung (42), so erhilt man

52

=2%+zpztga(cz+2” —)

sin &

dK
dx

Bemerkt man nun, dass

ist, unter ds wieder das Bogenelement der die Wand erzeugend en
Curve verstanden, so geht vorige Gleichung in die folgende iiber:

dK

dA ds ds
= D 2 gj — 2r0l pg cos? a —
e 2 = + =ple? sin o 7 + 2=pl pg =
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Darin ist offenbar wplc? die allen Theilchen, die in der Peri-
pherie des betrachteten Querschnittes liegen, eigenthiimliche leben-
dige Kraft. Sei diese Q und setzen wir noch

2xpl p cos® a = R,
so geht vorige Gleichung iiber in

(Zh’ ds
43 sin ¢ —
( ) dz = dz + d~

dz

welche Gleichung um ein Glied mehr enthilt, als die unter (40).
Der Zuwachs der lebendigen Kraft betrigt also mehr als der
doppelte Zuwachs der axialen, nicht blos um die mit sin « multipli-
cirte lebendige Kraft der Wand, sondern noch um eine Grisse, die
positiv ist, wenn dic Wand sich nach auswirts bewegt, negativ im
umgekehrten Falle. Es mag geniigen, den Fall einer beweglichen
Waud nur angedeutet zu haben.




